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Th\’eorie analytique de la chaleur (1822) ,
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3. Kahane4 ,
Fourier is a pure product of the IFYench Revolution. His life is a very
interesting cross-section of French history in the years 1770–1830.
. Fourier ,
.
1 Thiorie analytiqu$e$ de la chaleur ( [4]. : ) ,
22 . 601 , 20, , ( ) 36 .
2Fourier [12]
. , Peetre Web [21] . Fourier ,
[8] ( , 2 The beginning of
Fourier series) . [8] [2] ,
. [8] , Fourier ( )
$([20|)$ , Fourier ,
Kahane . ,
. Carnot , Fourier ,
. , [4] .
$3p_{eetre([21])}$ ,
Fourier wanted to become a Priest but gradually the Devil, in the guise of
Mathematics, took over and he was never ordained.
. , [7] [8] . $|12$] . [5] .
4 [81, p.3. Chapter 1. Who was Fourier ? , Fourier
, [8], 1 (P.7) , Kahane .






2.1 $($ $186$ $)$ .
, 1 ( 186 ) . ,
( ) :
Il s’agit maintenant de connaitre les limites entres lesquelles est com-
prise 1 $int6graler_{m}^{1}z\int(d(sec.\prime\prime)cos.2mx)$ qui $compl6te$ la suite.
, ,
On parvient ainsi \‘a l’\’equation
$2y=c- \frac{1}{2m}$ sec.x $cos.2mx+\frac{1}{2^{\mathfrak{g}}m^{2}}\cdot\sec’x$ sin.2$mx$
$+ \frac{1}{2^{3}m^{3}}\sec’’xcos.2mx+\frac{K}{2^{3}m^{3}}$(sec.’t $x-\sec’’0$),
dans laquelle la quantit6 $\urcorner 2\kappa m\neg(sec.\prime\prime x-sec.\prime\prime 0)$ exprime exactement
la somme de tous les derniers termes de la s\’erie infinie.
. , , Fourier
, , 5 ,
, , limites
. , , ( 171 178
) ( 179 189 )
$\frac{\pi}{4}=\cos x-\frac{1}{3}\cos 3x+\frac{1}{5}\cos 5x-\frac{1}{7}\cos 7x+\frac{1}{9}\cos 9x$ –etc (1)








, Fourier $x=0$ $x=l*$ ( . $x=-\pi 7$
$i\rangle$ $x=i’PC\theta)n$ $)\}hg*\backslash 1$
$\epsilon*ff69\}..u*$ Fourier $\hslash*$ $\mathbb{R}*\text{ _{}7}\overline{\pi}+\iota*kR-*$ 6. [8] t, ’ffiff f\iota \mbox{\boldmath $\tau$}
*nlD\check \check Miricbh\mbox{\boldmath $\tau$}le t. V p
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2.2
( 207 235 ) D\’eveloppement d’une fonc-
tion arbitraire en s\’eries trigonom\’etriques ( ,
) , , Fourier 12
. , 2-7 ( 219, 220, 229, 234, 235













$a_{n}= \frac{1}{\pi}\int_{-\pi}^{\pi}\varphi(x)\cos nxdx$ , $b_{n}= \frac{1}{\pi}\int_{-\pi}^{\pi}\varphi(x)\sin nxdx$ (4)
$(n=1,2, \cdots)$ 7. Fourier , (4) (3) ,
. ,
$\int_{-\pi}^{\pi}$ sin $nx \sin mxdx=\int_{-\pi}^{\pi}$ cos $nx$ cos $mxdx=\{\begin{array}{ll}\pi, m=n0, m\neq n\end{array}$ (5)
$\underline{\int_{-\pi}^{\pi}}$sin $nx$ cos $mxdx=0$ (6)
$- \frac{n}{4}$ . . Fuourier , (1)
( $-nf<x\leqq 0$ )
$\{\begin{array}{ll}\frac{1}{4}\pi, -\tau^{\pi<x<}z^{\pi}-\frac{1}{4}\pi, \tau^{\pi<x<}\tau^{\pi}13\end{array}$
. Gibbs
. . , 219
51 ([15]) [m\S me \‘a celles qui seraient]discontinues [et $entig_{rement}$ arbitraires]
t FourIer .
$7(4)$ $a_{n}$ $n=0$ , $m= \frac{1}{2}a0$ . (2)
$\varphi(x)$ . , Fourier $\varphi(x)$
, ,
$0<x<\pi$ , $a_{\mathfrak{n}}\equiv 0$ $b_{\hslash}\equiv 0$ .
207
$\int_{-\pi}^{\pi}$ cos $nxdx= \int_{-\pi}^{\pi}$ sin $nxdx=0$ (7)
$(n, m=1, 2, \cdot)$ . , (2)
, $\varphi(x)$ sin $nx$ $\varphi(x)$ cos $mx$ (4)
. , [4]
,





$\int_{-\pi}^{\pi}\varphi(x)$ sin $nxdx$ $\int_{-\pi}^{\pi}\varphi(x)$ cos $nxdx$
,
, , , ,
(4)
. . (\S 3)
.
2.3 . 220
[15], p.49 , (4) ,
. $\int_{0}^{\pi}\varphi(x)$ sin xdx
Fourier :
. . . En effet, si la fonction $\varphi x$ est repr6sent6e par l’ordonne&variable
d’une courbe quelconque dont 1‘abscisse s’\’etend depuis $x=0$ jusqu’\‘a
$x=\pi$ , et si l’on construit sur cette m\^eme partie de l’axe la courbe
trigonom6trique connue, dont $1’ ordonn6e$ est $y=sin.x$ ; il sera facile
de se repr\’esenter la valeur d’un terme int\’egral. Il faut concevoir que
pour chaque abscisse $x$ , \‘a laquelle r\’epond une valeur de $\varphi x$ , et une
valeur de $sin.x$ , on multiplie cette dernibre valeur par la premi\‘ere,
et qu’au m\^eme point de l’axe on 41\‘eve une ordonn\’ee proportionnelle
au produit $\varphi x.sin.x$ . On formera, par cette op&ation continuelle,
une troisi\‘eme courbe, dont les ordonn\’ees sont celles de la courbe
trigonom\’etrique, r6duite proportionnellement aux ordonn6es de la
courbe arbitraire qui repr\’esente $\varphi x$ . Cela pos\’e, l’aire de la courbe
r\’eduite \’etant prise depuis $x=0jusqu’\delta x=\pi$ , donnera la valeur ex-
acte $duco\dot{e}fficient$ de $sin.x$ ; et quelle que puisse \^etre la courbe $donn6e$
208
qul r\’epond \‘a $\varphi x$ , soit qu’on puisse lui assigner une equation analy-
tique, soit qu’elle ne d6pende d’aucune loi r\’eguli\‘ere, il est 6vident
qu’elle servira toujours \‘a r\’eduire d’une mani\‘ere quelconque la courbe
trigonom\’etrique; en sorte que l’aire de la courbe r\’eduite $a$ , dans tous
les cas possibles, une valeur d\’etermin\’ee qui donne celle $duco\dot{e}fficient$
de $sin.x$ dans le developpement de la fonction. $\cdot$ . .
. [15], p.49 . ,
( )
, Fourier (4)
. , , Kelvin
. , \S 4
.
3 Fourier
\S 2.2 Fourier (4)
. 8.
3.1 Fourier
207 ([4]) , Fourier , ( $- \frac{1}{2}\pi<x<+\frac{1}{2}\pi$ ) 9
$\varphi(x)$
$\varphi(x)=\sum_{n=1}^{\infty}a_{n}$ sin $nx$ (8)
, . ,
219 (D)
$\frac{1}{2}\pi\varphi(x)=\sum_{n=1}^{\infty}(\int_{0}^{\pi}\varphi(x)$ sin $nxdx)$ sin $nx$ (9)
. ,
$a_{n}= \frac{2}{\pi}\int_{0}^{n}\varphi(x)$ sin $nxdx$ , $n=1,2,$ $\cdots$ (10)
, . ,
\S 22 , (10)
. ( \S 4 ) , Fourier
8 za ss, Peetre ([21]) et k , .
9 . [4] . , , Fourier
. , Fourier .
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, Fourier , $\varphi(x)$
$\varphi(x)=\sum_{k=1}^{\infty}($ $1)^{k-1}A_{k} \frac{x^{2k-1}}{(2k-1)!}$ , $A_{k}=($ $1)^{k-1} \frac{d^{2k-1}}{dx^{2k-1}}\varphi(0)$ , (11)
. , 10 ,
, $-\pi<x<+\pi$ ,






. , $a_{n}$ . , Fourier , (11)
$A_{k}= \sum_{n=1}^{\infty}n^{2k-1}a_{n}$ , $k=1,2,$ $\cdots$ (13)
.
$a_{n}$ . , Fourier , ,
$a_{n,m},$ $n=1,2,$ $\cdots$ ; $m=n,$ $n+1,$ $\cdots$ $A_{k,\ell},$ $k=1,2,$ $\cdots$ ; $\ell=1,$ $k+1,$ $\cdots$
, (13)
$\sum_{n=1}^{m}n^{2k-1}a_{n,m}=A_{k,m}$ , $k=1,$ $\cdots m$ ; $m=1,2,$ $\cdots$ (14)
. , , Fourier
$a_{n}= \lim_{marrow\infty}a_{n,m}$ , $A_{n}= \lim_{marrow\infty}A_{\mathfrak{n},m}$ (15)
.




10 (\S \S 33)
210
$(k=1, \cdots, m)$ . (14) ,
$A_{k,m}=(m+1)^{2}A_{k,m+1}-A_{k+1,m+1}$ , $k=1,$ $\cdots m$ (16)
$a_{n,m}=\{(m+1)^{2}-n^{2}\}a_{n,m+1}$ (17)
($n=1,$ $\cdots,$ $m$ $m=n,$ $n+1,$ $\cdots$ ). , (15) (17)
$a_{n}=a_{n,n} \prod_{k=1}^{\infty}\frac{1}{(n+k)^{2}-n^{2}}$ , $n=1,2,$ $\cdots$ (18)












Fourier , , $k=1$ . (14) , $A_{1,1}=a_{1,1}$




.Fourier , (14) , , $a_{2},$ $a_{3},$ $\cdots$








$\frac{\pi^{2(n-1)}}{(2n-1)!}=\sum_{\ell_{1}<\cdots<\ell_{n-1}}\frac{1}{\ell_{1}^{2}\cdots\cdot\cdot\ell_{n-1}^{2}}=P_{n}$ , $n=2,3,$ $\cdots$ (22)
. (19) ,
$P_{2,1}+1=P_{2}$ , $P_{3,1}+P_{2,1}=P_{3}\cdots$ $P_{k+1,1}+P_{k,1}=P_{k+1},$ $\cdots$
,
$P_{n,1}= \sum_{k=1}^{n}(-1)^{n-k}\frac{\pi^{2(k-1)}}{(2k-1)!}$ , $n=2,3,$ $\cdots$ (23)
. $P_{1,1}=1$ , (23) $n=1,2,$ $\cdots$ .
, (21) (11)
$\frac{1}{2}a_{1}=\sum_{j=1}^{\infty}(\sum_{k=1}^{j}(-1)^{j-k}\frac{\pi^{2(k-1)}}{(2k-1)!})\varphi^{(2j-1)}(0)$ (24)
. [4] 225 .
3.2 Fourier
,





. , (10) ( $n=1$ )
. Fourier , [4]
.
, Fourier , $n\geqq 2$ ,
$\frac{1}{2}(-1)^{n-1}na_{n}=\sum_{j=1}^{\infty}(\sum_{k=1}^{j}(-1)^{j-k}\frac{1}{n^{2(j-k)}}\frac{\pi^{2(k-1)}}{(2k-1)!})\varphi^{(2j-1)}(0)$ (26)













$s_{n}(x)=const$ . sin $nx$
$+n$ ($\int_{0}^{x}\varphi(t)$ cos $ntd\iota$) sin nx-n $( \int_{0}^{x}\varphi(t)$ sin $ntdt)$ cos $nx$
, ,
$s_{n}( \pi)=n\int_{0}^{\pi}\varphi(x)$ sin $nxdx$
. , Fourier (9) .
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3.3 , ?
Fourier , Kahane 1 ,
a rather bizarre series of computations , ,
,
He begins in the same fantastic way as in expressing the constant 1
as a cosine series.
([8], p.ll) . Kahane , Fourier Daniel Bernouilli
$f\sim$. , , ( 230 , [41, p.249)
La solution donn6e par ce g\’eom\‘etre suppose qu’une fonction quel-
conque peut toujours etre d6ve1opp6e en s6ries de sinus ou de cosinus
d’arc multiples. Or de toutes les preuves de cette proposition la plus
compl\‘ete est celle qui consiste a r6soudre en effet une fonction donn6e
en une telle s\’erie dont on d\’etemine les coefficients.













, Fourier , Fourier
.
3.1 10 . $\varphi(x)$
, Taylor
, , $\varphi(x)$ Taylor ,
. , .




, Fourier ( ,
Gibbs Fourier ,
). ,










Kelvin William Thomson , Fourier ,















13 , [6] . . Peetre([21]) .
. Fourier $\varphi(x)$ .
14 , , PC . .
215
$E1$ : $D$ , the Disk. $A$ , the Axle of the Disk. $C$ , the Cylinder.
EE, the Axle or the Journals of the Cylinder. $B$ , the Ball.
James Thomson , [16] . 19 Green
, Amsler Planimeter
( , [22] ). James Thomson
, J. Clerk Maxwell . $1$ , [16]
. ,
.
James , 45’ ,
( $r$ )




, , , ,
. James ,
.
16 , , , , $r$





. , ( ) $x$
( ) , ( ) $y$
, ( ) 1
$\int ydx$ ( ) . , $x$ , $y$
, $x+dx$ , $y+dy$
$d\gamma$ $d\gamma=ydx$ 16. , $dx$
$\sqrt{\rho^{2}+y^{2}}dx$
, $\sqrt{\rho^{2}+y^{2}}c\circ s$ $xdx=y$




Willam [17] , 17.
$\int\varphi(x)\psi(x)dx$ , $0$
$\int_{0}^{x}$ \varphi (x) , , , ,
$0$ $\psi(x)$ . ,
, $\int_{0}^{s}\varphi(x)\psi(x)dx$ , ,
.
\S 2.3 Fourier .
16 $dx$ ,





$y= \int_{0}^{x}\varphi(x)dx$ , $y=\psi(x)$
, 2 , , 1
, $x$ , . 2 (
2 ) .
, , , ,
, ,
.







([18, 19]). , (
) , C.W.Niemann
, V. Bush
. Bush ([11) , (
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